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Varioivaeksponenttisten Lebesgue- ja Sobolev-avaruuksien tunnetuimpana sovelluksena voidaan
pita¨a¨ elektroreologisten nesteiden fysikaalisten ominaisuuksien matemaattista mallintamista. Wla-
dyslaw Orlicz mainitsi varioivaeksponenttiset Lebesgue-avaruudet ensimma¨isen kerran jo vuonna
1931, mutta hylka¨si na¨iden tutkimuksen pian. Ondrej Kova´cˇik ja Jiˇr´ı Ra´kosn´ık tutkivat en-
simma¨isena¨ varioivaeksponenttisten Lebesgue- ja Sobolev-avaruuksien perusominaisuuksia vuonna
1991, jonka ja¨lkeen kiinnostus on lisa¨a¨ntynyt tasaisesti.
Tutkielman kappaleissa 1.1 ja 1.3 annamme ma¨a¨ritelma¨t varioivaeksponenttisille Lebesgue-
avaruuksille Lp(·) ja ensimma¨isen kertaluvun varioiville Sobolev-avaruuksille W 1,p(·) seka¨ todis-
tamme na¨iden olevan Banach-avaruuksia. Kappaleessa 1.2 todistamme varioivaeksponenttisille
Lebesgue-avaruuksille klassisesta teoriasta tutun upotuslauseen, jonka nojalla Lq(·)(Ω) ⊂ Lp(·)(Ω),
kun p(x) ≤ q(x) ja joukon Ω mitta on a¨a¨rellinen. Lisa¨ksi todistamme Ho¨lderin epa¨yhta¨lo¨n vasti-
neen varioivaeksponenttisissa Lebesgue-avaruuksissa seka¨ osoitamme, etta¨ C∞0 (Ω) = L
p(·)(Ω) aina
kun eksponentin p oleellinen supremum p+ < ∞. Todistamme myo¨s joitakin muita tutkielmassa
tarvitsemiamme tuloksia.
Luvussa 2 tutkimme sileiden funktioiden tiheytta¨ varioivaeksponenttisissa Sobolev-avaruuksissa
W 1,p(·)(Ω). Todistamme kappaleessa 2.1 Petteri Harjulehdon ja Peter Ha¨sto¨n tulokset, joiden
mukaan ehto p+ < ∞ on riitta¨va¨ tulosten C∞((a, b)) = W 1,p(·)((a, b)) ja C∞0 (R) = W
1,p(·)(R)
aikaansaamiseksi. On kuitenkin tiedossa, ettei ehto p+ < ∞ riita¨ kantavan avaruuden ulottu-
vuuden ollessa va¨hinta¨a¨n kaksi. Kappaleessa 2.2 annamme eksponentille p riitta¨va¨n, jatkuvuutta
hieman voimakkaamman ehdon
|p(x) − p(y)| ≤
c
− log |x− y|
,
jota sanomme log-Ho¨lder-jatkuvuudeksi seka¨ osoitamme Lars Dieningin ma¨a¨rittelema¨n geometrisen
karakterisaation olevan ta¨ma¨n kanssa yhta¨pita¨va¨. Ennen Stefan Samkon osoittamaa tulosta
C∞0 (R
n) = W 1,p(·)(Rn), jolle log-Ho¨lder-jatkuvuus on ehdon p+ < ∞ ohella riitta¨va¨, ma¨a¨rittelemme
era¨a¨n aluetta yleisemma¨n avoimen joukon Ω ⊂ Rn ja todistamme Samkon ka¨ytta¨ma¨n menetelma¨n
avulla uuden tuloksen C∞(Ω) = W 1,p(·)(Ω). Keskustelemme lisa¨ksi muista varioivaeksponenttisten
Sobolev-avaruuksien tiheystuloksista ja tutkimuksen nykytilasta.
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